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Fie 𝑓 ∶ (1, ∞ ) →  ℝ , 𝑓(𝑦) =  ∫
1

𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦

𝑦

0

 𝑑𝑦 . Calculați ∫ 𝑓(𝑦) 𝑑𝑦 .
10

2

    

 

Soluție:  

 

Pas 1 : Căutăm să formăm “pătrat perfect” la numitor.  

𝑓(𝑦) =   ∫
1

𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦

𝑦

0

 𝑑𝑦 =  ∫
1

𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦 − 1

𝑦

0

 𝑑𝑦 = ∫
1

(𝑥 − 1)2 +  (√𝑦 − 1)2

𝑦

0

 𝑑𝑦  

=  
1

√𝑦 − 1
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑥 − 1

√𝑦 − 1
)|

0

𝑦

=  
1

√𝑦 − 1
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

𝑦 − 1

√𝑦 − 1
) −  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

−1

√𝑦 − 1
))   

 

Observație: Cum funcția arctg este o funcție impară (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(−𝑥) = − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝑥)), vom avea: 

  

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (
−1

√𝑦 − 1
) =  −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

1

√𝑦 − 1
)   

 

⇒ 𝑓(𝑦) =  
1

√𝑦 − 1
 (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(√𝑦 − 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

1

√𝑦 − 1
)) 

 

Observație:   

𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈(𝒙) +  𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈 (
𝟏

𝒙
) =  

𝝅

𝟐
   

 

⇒ 𝑓(𝑦) =  
𝜋

 2 √𝑦 − 1 
  

 

Pas 2 :  

∫ 𝑓(𝑦)𝑑𝑦 =
𝜋

2
∫

1

√𝑦 − 1
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10

2

𝑑𝑦 =  
𝜋

2
  (2√𝑦 − 1)|

0

𝑦
=  

𝜋

2
 (2√9 − 2√1) =  2𝜋 .  


